


 ه      ٍ        و  𝑨 ِ  𝑩هٌ    و        

    ِ ّ       ه     .  

  ثش   ً ط  ي 



جولاتی ّس ٌذ وِ خثشی س  ت اى هی وٌٌذ  ها س ست یا دسٍؽ تَدى آًْا تس گی تِ صهاى ٍ 
تس گی تِ  " َّ  س    ست"هثلاً جولِ  ی خثشی هاًٌذ . هىاى هكشح ضذى آًْا د سد

تؼلاٍُ،  ها تؼشیف دسس ی  ص سشد تَدى ًذ سین ٍ  ز  .   یي د سدوِ وی ٍ وجا گف ِ ضَد
. دسس ی  یي جولِ ًسثت تِ هىاى ، صهاى ٍ تؼشیف ها  ص سشد تَدى َّ  ًسثی  ست  

 گز  ُ ّ 



 ص قشفی دیگش جولاتی خثشی ٍجَد د سًذ وِ تؼاسیف تِ واس سف ِ دس آًْا واهلاً 
هطخع  ست ٍ ی د ًص ها دس حذی ً ست وِ ت َ ً ن دسس ی یا ًادسس ی آًْا س  

تِ  "   ه  خ ح  ت ٍ َ       "کِ تطخ ع دّ ن هثلاً  یي جولِ خثشی 
خَدی خَد دسست یا ًادسست  ست گشچِ د ًص وًٌَی ها پاسخ دل می تِ دسس ی  

 .یا ًادسس ی آى ًوی دّذ



لسوت جا ة تش تحث هشتَـ تِ جولاتی  ست وِ تؼاسیف تِ واس سف ِ دس آًْا واهلا  
هطخع  ست ٍ د ًص ها دس تؼ  ي دسس ی یا ًادسس ی آًْا وافی  ست  ها خَد جولِ ر تاً 

ّن   ست ٍ ّن ً   ست    ًِ   ست ٍ ًِ د س ی  یي هطىل  ست وِ هی تَ ًذ 
:هوىي  ست  یي  هش تِ ًظش ػج ة ت ایذ  ها تِ جولِ صیش تَجِ وٌ ذ. ً   ست    د  

 . ولِ  ی کِ    ح   ًَ تي آى ّستن   ٍغ  ست



ٍ ؾح  ست وِ هطىلی دس تؼث ش س ست ٍ دسٍؽ تَدى  یي جولِ ًذ سین ٍ دسس ی آى ٍ تس ِ 
تِ صهاى ٍ هىاى ً ست  ها تا  یي حال ًوی تَ ى آى س  س ست د ًست  چَى  گش س ست  دسٍؽ  
تَدى خَد س  ً  جِ خَ ّذ د د ٍ تؼلاٍُ ًوی تَ ى آى س  دسٍؽ د ًست چَى دسٍؽ تَدى آى 

 .س ست تَدًص س  ً  جِ هی دّذ



، ّش (ٍ ی ًِ ّشدٍ) گض سُ ، جولِ  ی خثشی  ست وِ یا دسست تاضذ یا ًادسست: تؼشیف
 .چٌذ دسس ی یا ًادسس ی آى تش ها هؼلَم ًثاضذ

تَجِ وٌ ذ وِ دس  س ئِ ی یه تؼشیف ًثایذ چ ضی ون ٍیا صیاد تاضذ ٍ تِ ػلاٍُ ًثایذ 
   هع ٍ ه ًعتِ ػثاس  دیگش یه تؼشیف تایذ . تؼشیف دس خَد تٌالؽ د ض ِ تاضذ

  .تاضذ



تَدى یه گض سُ هسلواً ٍ تس ِ تِ لش سد دّایی  ص پ ص  ( دسٍؽ)یا ًادسست( س ست)دسست
دٍ تِ  ؾافِ ی دٍ تش تش  "هثلاً ػثاس  . تؼ  ي ضذُ ٍ هفاّ وی  ص پ ص تؼشیف ضذُ هی تاضذ

، گض سُ  ی دسست  ست تذیي د  ل وِ ػذد دٍ س  هی ضٌاس ن، هفَْم جوغ  "چْاس  ست
 .  تش ی ها تؼشیف ضذُ  ست ٍ تش تشی تش ی ها هؼٌی د سد



س   𝑝دسست یا ًادسست تَدى . یه گض سُ تاضذ 𝑝فشؼ هی وٌ ن : تؼشیف
 𝑝 گش . ًوایص هی دّ ن 𝑣(𝑝)هی ًاه ن ٍ تا  𝑝 سصش دسس ی گض سُ ی 

دسست تاضذ هی گَی ن  سصش دسس ی آى دسست  ست ٍ هی ًَیس ن 
𝑣 𝑝 = ًادسست  𝑝دس غ ش  یي غَس  هی گَی ن  سصش دسس ی  1

𝑣:  ست ٍ هی ًَیس ن 𝑝 = 0. 

دس حال حاؾش، دس جْاى دٍ ًفش ٍجَد د سًذ وِ "ػثاس   𝑝فشؼ وٌ ن : هثال
تاضذ دس  یي غَس  گشچِ ها فؼلاً ًوی د ً ن   "تؼذ د هَّای سشضاى هساٍی  ست

وِ آیا ٍ لؼاً  یي جولِ دسست  ست یا ًِ ٍ ی تِ ّش حال  سصش دسس ی  یي گض سُ 
 . ست 1غفش یا 



وافی  ست دًٍفشُ تا غفش هَ . وِ  یي گض سُ دسست  ست هی د ً ن  ث ِ ٍ لؼاً 
 .س  دس ًظش تگ شین

ػثاستی ضاهل یه یا چٌذ ه غ ش وِ تا تثذیل یىٌَ خت ه غ ش ّا تِ  ساهی : تؼشیف
خاظ ، ػثاس  تثذیل تِ یه گض سُ ضَد گض سُ ًوا ًاه ذُ هی ضَد ٍ گض سُ ی 

 .حاغل س  یه ًوًَِ  ص آى گض سُ ًوا هی ًاه ن

 𝑝(𝑥)تاضذ دس  یي غَس   "ضاػش  ست 𝑥"ػثاس   𝑝(𝑥)فشؼ وٌ ن: هثال
ًوًَِ ّای  ص آى   "ضاهلَ ضاػش  ست"ٍ  "حافظ ضاػش  ست"گض سُ ًوایی هی تاضذ 

 . ست



 :  تزوش

 𝑥 𝐹(𝑥)∃یؼٌی ّش ػذدی صٍج  ست ٍ  𝑥 𝐹(𝑥)∀خاغ ت صٍج تَدى تاضذ آًگاُ 𝐹 گش 
;𝑥∀تَجِ وٌ ذ وِ ًَض ي ػثاس    .یؼٌی ػذدی ٍجَد د سد وِ صٍج  ست 𝐹(𝑥)  یا

∃𝑥; 𝐹(𝑥)   واهلاً تی هفَْم  ست ٍ ّواًكَس وِ دس ًگاسش صتاى هؼوَ ی ػلاها.  ،;  ٍ  :
توٌذ ًِ دس ت ي جولا  خَد ّذس ًوی دّ ن دس سیاؾ ا  ً ض حك ًذ سین ّش ػلاه ی  س  سخاٍ

 .س  دس ّش جایی  س فادُ وٌ ن



    ط ّ ی گز  ُ  ی

تِ ولوِ یا ولواتی وِ یه یا دٍ گض سُ ی سادُ یا هشوة س  تِ یه : تؼشیف
 .گض سُ ی جذیذ تثذیل هی وٌٌذ س تف هی گَی ن

ػلاهت تا   𝑝گض سُ  ی د خَ ُ تاضذ ًم ؽ گض سُ ی  𝑝فشؼ وٌ ن : تؼشیف
~𝑝  یا¬𝑝 هی ًاه نی س  س تف ًف ~س تف . ًوایص د دُ هی ضَد. 



.  ت اى وٌ ن "چٌ ي ً ست وِ "س  تِ غَس   𝑝~ ص  یي سٍ  غلة تشج ح هی دّ ن وِ 
تَجِ وٌ ذ وِ  یي ت اى تش ی ًم ؽ یه گض سُ،  سادُ تشیي سٍش  ست وِ تِ  قلاػا  

هثلاً هوىي  ست تػَس ضَد وِ ًم ؽ . لثلی ها دس تاؽ ػا ن سخي هَسد تحث  واسی ًذ سد
 ها  یي تِ ّ چ ٍجِ تا  " وٌَى سٍص  ست " یي تاضذ وِ   " وٌَى ضة  ست"گض سُ ی 

تؼشیف ها ساصگاس ً ست چش  وِ دس حم مت دس  یي دیذگاُ  ص ًم ؽ گض سُ،  ها تِ ًَػی 
تؼلاٍُ  . د ًص خَد دس هَسد سٍص ٍ ضة س  تِ ػٌَ ى دٍ هفَْم ه ؿاد ّن دخ ل وشدُ  ین

ًم ؽ ضة تَدى س  ًوی تَ ى  سٍص تَدى د ًست،  چش  وِ هوىي  ست  وٌَى ًِ ضة تاضذ 
تْ شیي ٍ سادُ تشیي س ُ تش ی ت اى ًم ؽ گض سُ ی  وٌَى ضة  ست  یي  ست وِ . ٍ ًِ سٍص

ضة  ست یا تِ قَس هؼادل تگَی ن وِ  وٌَى ضة ً ست  ها  وٌَى تگَی ن چٌ ي ً ست وِ 
 یي سٍش  خ ش تش ی ت اى ًم ؽ هح اج ًَػی ًگاُ هَضىافاًِ  ست چَى هؼوَلاً جولا   

هثلاً سٍضي  ست وِ ًم ؽ گض سُ ی .  تِ سادگی تَسف ًفی وشدى فؼل ًم ؽ ًوی ضًَذ
 "ّش  ًساًی وَضا ً ست"گض سُ ی   "ّش  ًساًی وَضا  ست"



لاتل تَجِ . ًثایذ ت اى ًم ؽ یه گض سُ تِ ًَع خَ ًذى آى هشتَـ تاضذ.  ًوی تاضذ
 یي  ست وِ دس صتاى ػلوی، ٍ ؾح ًَیسی تس اس هْن  ست ًثایذ آى س  فذ ی 

صیثاًَیسی وشد وِ دس  دت ا ،  یْام دس ولام صیثا ٍ ٌّش هحسَب هی ضَد  ها دس 
  .سیاؾ ا  آًچِ صیثا ٍ هؼمَل  ست دسست ًَیسی هی تاضذ



.  تاضذ "صه ي خ س  هی ضَد"گض سُ ی  𝑞ٍ "تاس ى هی آیذ" 𝑝فشؼ وٌ ذ گض سُ ی : هثال
  " گش تاس ى ت ایذ آًگاُ صه ي خ س هی ضَد "س  هی تَ ى تِ غَس  𝑝 𝑞تشو ة ضشقی 

ت اى وشد دس حا  ی وِ تاس ى ت ایذ ٍ صه ي خ س ضَد،  سصش گض سُ ی هشوة دسست  ست ٍ 
ّوچٌ ي دس حا  ی وِ تاس ى ت ایذ ٍ صه ي خ س ًطَد یا تاس ى ً ایذ ٍ .  تحثی دس واس ً ست

صه ي خ س ًطَد ّن هَؾَع سٍضي  ست  ها تحث تش سش آى  ست وِ چش  حا  ی وِ تاس ى 
آیا دس غَستی وِ . دسست تلمی هی ضَد  𝑝 𝑞ً اهذُ  ست ٍ ی صه ي خ س  ست  سصش 

چٌ ي ٍؾؼ  ی  تفاق  ف ذ هثال ًمؿی تش ی گض سُ ی ضشقی ها هحمك  ضذُ  ست؟ تِ تفاٍ   
 :ت ي دٍ جولِ صیش دلت وٌ ذ

  ًتف ی هقدم



 . گش تاس ى ت ایذ آًگاُ صه ي خ س ه طَد

 .فمف  گش تاس ى ت ایذ صه ي خ س هی ضَد

ٍ ؾح  ست وِ  گش جولِ دٍم س  گف ِ تاض ن،  تاس ى ً اهذُ تاضذ ٍ صه ي خ س  
 .تاضذ آًگاُ هی تَ ى تِ جولِ ی ها  یش د گشفت

گاّی  ٍلا  تش ی تاو ذ ت ط ش ، دس یه تشو ة ػكفی وِ گض سُ ی : تزوش
هی گَی ن  "ٍ"دٍم آى تِ ضىلی ًاخَ س ِ غَس  گشف ِ  ست، تِ جای 

 .هثلاً هی گَی ن هي دسس خَ ًذم ٍ ی لثَل ًطذم. "ٍ ی"



 قَ عد تسَ  

 ها قثك چِ لَ ػذی هی تَ ً ن سَسّا س  دس فشهَل  . تَ ًذ ضاهل سَس ً ض تاضٌذفشهَل هی 
 .ّای خَد ٍ سد وٌ ن؟   یي لَ ً ي س  لَ ػذ تسَیش هی ًاه ن 

تا  س فادُ  ص لَ ػذ تسَیشهی تَ ً ن گض سّای صتاى هؼوَ ی خَد س  ً ض تا  س فادُ  ص  یي 
 .سَسّا تا  س فادُ  ص خاغ ت ّا تِ غَس  ًوادیي هكشح وٌ ن

خاغ ت گشدٍ تَدى ٍ  𝐹س  دس ًظش تگ شیذ  گش "ّش گشدٍیی گشد  ست"هثلاً گض سُ ی 
𝐺 ِّش  "خاغ ت گشد تَدى تاضذ آًگاُ  یي گض سُ س  هی تَ ى تِ  یي غَس  ت اى وشد و

ٍ یا تِ ػثاس    "د سد 𝐺د ض ِ تاضٌذ آًگاُ خاغ ت  𝐹چ ضی  گش خاغ ت 
𝑥(𝐹∀دیگش 𝑥  𝐺 𝑥 ) 



.  س  ً ض هی تَ ى تِ ضىل سَسی ت اى وشد "ّش گشدی گشدٍ ً ست"تذیي تشت ة گض سُ ی 
تَجِ وٌ ذ وِ دست اى گض سُ ی  خ ش  تْام ٍجَد د سد ٍ دسن دسست  یي جولِ  تِ ًَع  

چٌ ي  "دس حم مت ت اى هٌكمی دل ك  یي گض سش تِ غَس  .  خَ ًذى آى تس گی د سد
هی تاضذ ٍ ت اى غَسی آى                    "ً ست وِ ّش گشدی گشدٍ  ست 

~∀𝑥(𝐺 𝑥  𝐹 𝑥 ) 

 ت ت : هثال 

 ّش آًىِ جاًة  ّل خذ  ًگِ د سد                  خذ  دس ّوِ حال  ص تلا ًگِ د سد

 .هی خَ ّ ن  یي ت ت س  تِ غَس  ًوادیي تٌَیس ن. س  دس ًظش تگ شیذ



جاًة  ّل خذ  س  ًگِ خاغ ت   𝐺 ًساى تَدى تاضذ، خاغ ت   𝐹  فشؼ وٌ ذ  
,𝐾(𝑥حا ت تَدى ٍ  𝐻د ض ي،  𝑦)   ِیي هؼٌا تاضذ وِ خذ  ضخعت 𝑥     دس حا ت س

𝑦    گشچِ تِ غَس  ضشقی ً ست  ها ولی تَدى آى  یجاب هی .  تلا ًگِ هی د سد ص
پس هی تَ ى تِ غَس  سادُ تش گفت وِ ّش چ ضی،   .  وٌذ وِ آى س  ضشقی تث ٌ ن

 گش  ًساى تاضذ ٍ جاًة  ّل خذ  س  ًگِ د سد،  ًگاُ خذ  آى چ ض س  دس ّوِ حا ت  ص 
 تٌاتش یي هی تَ ى ًَضت.  تلا ًگِ هی د سد

∀𝑥( 𝐹 𝑥 ˄𝐺 𝑥  ∀𝑦 𝐻 𝑦  𝐾 𝑥, 𝑦 ) 

 .ى ً ستچَى خذ   سن خاظ  ست ً اصی تِ ًام گز سی آ



 ػثاس : هثال

 ًثَدیلذسی دگش  س  گش ّوِ ضة ضة لذس تَدی،  ضة لذس 

دلت وٌ ذ وِ دس  یي ػثاس  ولوِ ی لذس تِ دٍ هؼٌی  .  س  دس ًظش تگ شیذ
ضة لذس ٍ دیگشی تِ هؼٌای    ظخَه فاٍ  آهذُ  ست،  یىی تِ هؼٌای  سن 

 𝐺 سن خاظ ضة لذس ٍ 𝑎، ضة تَدى خاغ ت 𝐹فشؼ وٌ ذ .   سصش د ض ي
 :دس  یي غَس  هی تَ ى ًَضت. تاضذلذس د ض ي  خاغ ت 

∀𝑥(𝐹 𝑥  𝑥 = 𝑎) ~𝐺(𝑎)  



limتِ ػٌَ ى یه ػثاس  سیاؾی تؼشیف: هثال
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙   تش ی تاتؼی  س
:𝑓هاًٌذ 𝑋 → 𝑌 تِ غَس  ًوادی هی ًَیس ن. 

∀𝜀 𝜀 > 0  ∃𝛿 𝛿 > 0 ˄ ∀𝑥 𝑥 ∈ 𝑋 ˄ 0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛿 𝑓 𝑥 − 𝑙 < 𝜀 . 

:𝑓 سن خاظ  ست  ها  گش تخَ ّ ن تگَی ن وِ تاتغ 𝑎تَجِ وٌ ذ وِ  𝑋 → 𝑌  دس
 د سد تایذ آى س  تِ غَس حذ  𝑎ّشًمكِ  هاًٌذ

∀𝑎(𝑎 ∈ 𝑋 ∃𝑙 (𝑙 ∈ 𝑌 ˄  

∀𝜀 𝜀 > 0     ∃𝛿 𝛿 > 0 ˄ ∀𝑥 𝑥 ∈ 𝑋 ˄ 0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛿 𝑓 𝑥 − 𝑙 < 𝜀) . 



𝑎∀دس َس ًگاسضی وِ دس  یٌجا تحث هی وٌ ن هثلا ًَض يقثك تَجِ وٌ ذ وِ  ∈ 𝑋 
 .جایض ً ست ٍ تایذ تِ ّو ي ضىلی وِ دس  یٌجا آٍسدُ ضذُ  ست ًَض ِ ضَد



صه ٌِ لَ ػذ تسَیش تشت ة سَسّای تِ واس سف ِ دس دس یىی  ص هْو شیي هسائل 
 .هثال صیش هَؾَع س  سٍضي هی ساصد. یه ػثاس   ست 

𝑝 ًوایفشؼ وٌ ذ د هٌِ ی ه غ شّای گض سُ : هثال 𝑥, 𝑦 

𝑥ًوای گض سُ غح ح تاضٌذ ٍ  ػذ د        + 𝑦 =  گض سُ ی . تاضذ 17

∀𝑥∃𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦) 
 وٍِجَد د سد تِ لسوی  𝑦، ػذد  𝑥تش ی ّش ػذد غح ح  "هی گَیذ وِ

 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 یي گض سُ دسست  ست صیش  واف ست . "17 = 17 − 𝑥  دس
 .ًظش تگ شین



 گض سُ ی 

∃𝑦∀𝑥 𝑝(𝑥, 𝑦) 

 غح حػذد  " یي گض سُ چٌ ي خَ ًذُ هی ضَد وِ 

 𝑦  ٍجَد د سد تِ لسوی وِ تش ی ّوِ ی  ػذ د غح ح ی𝑥 ،𝑥 + 𝑦 =  یي .  "17
 .  گض سُ لكؼاً ًادسست  ست

 :  تا سٍ تف صیش د دُ ضذُ  ًذ 𝑟(𝑥)  ٍ𝑠(𝑥)گض سُ ًواّای : هثال

𝑟 𝑥 = 2𝑥 + 1 = 5 

𝑠 𝑥 : 𝑥2 = 9 

𝑥[𝑟∃تش ح ی هی تَ ى دیذ وِ حىن  𝑥 ˄𝑠 𝑥   ست ًادسست  [



2𝑎ٍجَد ًذ سد تكَسی وِ  𝑎، صیش  ػذد غح ح  + 1 = 5 ٍ ،𝑎2 =  ها ػذد .   9
=)𝑏غح ح  𝑐2هَجَد  ست تمسوی وِ  (2 = تٌاتش یي گض سُ ی . 9

∃𝑥 𝑟 𝑥 ˄ ∃𝑥 𝑠(𝑥) 

 یؼٌی.تَصیؼی ً ست ˄ًسثت تِ  د   هٌكمی   𝑥∃دس ً  جِ سَس ٍجَدی 

∃𝑥 𝑟 𝑥 ˄ 𝑠 𝑥 ⇎ [∃𝑥 𝑟 𝑥 ˄∃𝑥 𝑠 𝑥 ] 



 ًق ض س  ی
 :هثال

 تِ ت ت

 ّش آًىِ جاًة  ّل خذ  ًگِ د سد                  خذ  دس ّوِ حال  ص تلا ًگِ د سد

 .هی خَ ّ ن ت ت هزوَس س  ًم ؽ وٌ ن ٍ هجذد  ً تِ فاسسی تٌَیس ن. تش هی گشدین 





وسی ّست وِ  "تٌاتش یي هی تَ ى ًم ؽ ػثاس  س  تِ  یي غَس  ت اى وشد وِ 
جاًة  ّل خذ  س  ًگِ د ض ِ  ست ٍ ی حا  ی ٍجَد د سد وِ خذ  دس آى حا ت  ٍ 

 ."س   ص تلا ًگِ ًذ ض ِ  ست

 دس  د هِ تِ ت ت 

 لذسی ًثَدی دگش س  گش ّوِ ضة ضة لذس تَدی           ضة لذس 

 :ًم ؽ آى س  تذست هی آٍسین. تش هی گشدین



ّوِ ی ضة ّا ضة "تٌاتش یي ًم ؽ ػثاس  س  هی تَ ى تِ  یي غَس  ت اى وشد وِ 
 ."لذس ّس ٌذ ٍ ی ضة لذس  سصش د سد



 قَ ً ي  ستٌت ج













 تا تطىش  ص حسي تَجِ ّوىاس ى گش هی


